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Abstract
Fue propuesto, en un art´ıculo anterior de los autores un abordaje variacional capaz de abrigar
un amplio conjunto de modelos constitutivos de viscoelasticidad finita, dependiendo de la eleccio´n
de potenciales constitutivos que los caracterizan. Con el objetivo de simular la respuesta meca´nica
de masa encefa´lica el citado marco teo´rico/nume´rico fue utilizado para realizar un proceso de identi-
ficacio´n de para´metros de material, de forma a ajustar la respuesta a curvas experimentales. Fueron
utilizados modelos con diferente complejidad y nu´mero de parametros, comparando sus resultados.
Finalmente, un ejemplo nume´rico muestra la aplicacio´n de este modelo a la simulacio´n de masa
encefa´lica contenida en un cra´neo durante una intervencio´n quiru´rgica.
1 Introduccio´n
El objetivo de este trabajo es evaluar la capacidad de los modelos de viscoelascidad propuestos en
Fancello et. al. (2006) de representar las curvas experimentales obtenidas por Miller (1999) en las cuales
un cuerpo de prueba de masa encefa´lica porcina es sometido a deformaciones de compresio´n finitas
a diferentes velocidades de deformacio´n. Esta identificacio´n de para´metros de material es el primer
paso para alcanzar una simulacio´n consistente del comportamiento meca´nico del tejido cerebral humano
cuando sometido a procedimientos quiru´rgicos.
Modelos constitutivos de visco-elasticidad adecuados para deformaciones finitas presentan una var-
iedad de formulaciones diferentes y son todav´ıa tema de investigacio´n, principalmente asociados a apli-
caciones biolo´gicas y pol´ımeros. La lista de citaciones posibles es grande pero deben ser mencionados los
trabajos de Sidoroff (1974), Simo (1987), Le-Tallec et al.(1993), Holzapfel (1996), Reese and Govindjee
(1998).
La formulacio´n aqu´ı presentada esta´ incluida en un marco teo´rico para materiales inela´sticos propuesto
por Ortiz and Stainier, (1999) y Radovitzky and Ortiz (1999). Esta propuesta se caracteriza por calcular
las tensiones dentro de cada incremento de carga como la derivada de un (pseudo) potencial ela´stico,
de forma similar a los so´lidos hiperela´sticos. Cuando se particulariza para modelos isotro´picos, este
abordaje permite representaciones espectrales simples para una amplia variedad de modelos particulares
(Neo Hookean, Mooney-Rivlin, Ogden, etc.) dependiendo de las expresiones de las funciones (pseudo)
potentiales utilizadas.
2 Formulacio´n Incremental para modelos de visco-hiperelasticidad
Considere un cuerpo B ocupando un dominio Ω0 sometido a la accio´n de cargas externas. Denote
x = x(x0, t) al movimiento del cuerpo, F = ∇0x el gradiente de las deformaciones, C = FTF al tensor
de deformacio´n de Cauchy y P al Primerio tensor de Piola Kirchhoff. El problema de equilibrio puede
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Figure 1: Generalized Kelvin-Maxwell model.
estar escrito de forma variacional (en la formulacio´n Lagrangeana) como:∫
Ω0
P · ∇0δx dΩ0 − TFe(δx) = 0 ∀δx ∈ V(Ω0) (1)
donde V(Ω0) es el espacio de las variaciones, δx, y TFe(δx) es el trabajo de las fuerzas externas. En
el caso de materiales hiperela´sticos, P es directamente recuperado a partir de la derivada de la energia
libre de Helmholtz en relacio´n al gradiente de deformacio´n F. Esta propriedad no es ma´s respetada en el
caso de materiales disipativos, dependientes de la historia de deformacio´n. No obstante, fue mostrado en
(Ortiz and Stainier,1999) y (Radovitzky and Ortiz,1999) que pueden ser construidos potenciales a cada
incremento de carga (potenciales incrementales) de forma que para cada incremento, el so´lido responda
en forma similar al modelo constitutivo hiperela´stico. Esto significa que la actualizacio´n de los valores
de tension pueden ser escritos como la derivada del potencial incremental en relacion al valor actual de








El tensor F es descompuesto en forma multiplicativa en una parcela ela´stica Fe e inela´stica Fi mientras
que la cantidad Q contiene el resto de las variables internas necesarias para describir la historia del
proceso. El intervalo de tiempo es denominado [tn, tn+1] y se supone que todas las variables hasta el
tiempo tn son conocidas. Un conjunto apreciable de problemas inela´sticos pueden ser descriptos con la
ayuda del potencial incremental Ψ(Fn+1; En) que tiene la forma (ver (Ortiz and Stainier,1999), (Fancello
et al., 2006) para mayores detalles):












W (E) = ω(F) + ϕe(FFi−1) + ϕi(Fi,Q)




and Q˚ (Qn+1, En) son aproximaciones incrementrales de F˙, F˙i y Q˙
respectivamente. Los potenciales φ, ω, ϕe, ϕi, y ψ incluidos en (3) toman diferentes expresiones depen-
diendo de las caracter´ısticas de comportamiento deseadas. La minimizacio´n en (3) con respecto a las
variables internas Fin+1 y Qn+1 entrega las ecuaciones de evolucio´n de estas variables, mientras que la
derivada parcial del potencial Ψ en relacio´n al gradiente de deformacio´n Fn+1.evaluado nas variables
internas minimizadoras (equacio´n (3)) permite encontrar a tensio´n de Piola Kircchhoff correspondiente.
El trabajo presente foca la aplicacio´nn de estas expresiones para el caso de materiales viscoelasticos
isotro´picos. Cabe destacar, no obstante, que isotrop´ıa no es una limitacio´n teorica de esta propuesta y
si, apenas, un caso particular en el cual pueden ser obtenidas expresiones simples y computacionalmente
convenientes. Considere para este fin el modelo reolo´gico mostrado en la Figura 1, usualmente conocido
como modelo de Maxwell generealizado:
En este caso se distinguen dos brazos. El primero simboliza un comportamiento ela´stico (no disipa-
tivo) dependiente del valor total de deformacio´n. Este brazo usualmente incorpora una separacion entre
deformacio´n volume´trica e isoco´rica. La energia libre de deformacio´n asociada es dada por:
ω(F) = ϕ(Cˆ) + U(J)
Cˆ = FˆT Fˆ Fˆ =
1
J1/3
F J = det(F)
2
La funcio´n de energia libre ϕ depende de la parcela isoco´rica del tensor de Cauchy Cˆ a trave´s de sus
autovalores:




La funcio´n de energia libre volumetrica U depende del determinante de F atrave´s del modulo K del ma-
terial: U(J) = K2 [ln J ]
2
. El segundo brazo, conocido como brazo de Maxwell, considera una separacio´n
de deformaciones ela´sticas y viscosas (disipativas). El gradiente de defomacio´n isoco´rica Fˆ es descom-
puesto (en forma multiplicativa) en parte ela´stica y disipativa, ambas isco´coricas. Este y la velocidad de
deformacio´n viscosa Dv son definidos como
Fˆ = FˆeFv =⇒ Fˆe = FˆFv−1 detFv = 1 (5)








j , j = 1, 2, 3, son autovalores y autoprojecciones de D
v. Escalares q˙vj definen la amplitud
de la velocidad de deformacio´n viscosa y son escogidas para actuar como variables inernas del conjunto
Q˙. La aproximacio´n incremental de Dv puede ser calculada a trave´s del denominado mapeamiento















El potencial ela´stico ϕe y potencial viscoso ψ asociados a este brazo son consideradas funciones isotro´picas
dependientes repectivamente de la deformacio´n ela´stica y de la tasa de deformacio´n viscosa a travez de
sus autovalores:





v) = ψ(q˙v, q˙v, q˙v) (7)
Los potenciales ϕi y φ son nulos en este modelo. El conjunto de variables internas queda reducido a
las cantidades espectrales ∆qvj y M
v
j que substituyen las variables de minimizacio´n Qn+1,F
v
n+1 en (3).
El potencial incremental Ψ es re-escrito como:











∆ϕ(Cˆn+1) = ϕ(Cˆn+1)− ϕ(Cˆn) (9)
∆ϕe(Cˆen+1) = ϕ
e(Cˆen+1)− ϕe(Cˆen) (10)
∆U(Jn+1) = U(Jn+1)− U(Jn) (11)
La operacio´n de minimizacio´n es restricta por las condiciones que aseguran trazo nulo deDv y propiedades
de ortogonalidad de las autoproyecciones.
∆qvj ∈ KQ = {pj ∈ R1 : p1 + p2 + p3 = 0} (12)
Mvj ∈ KM = {Nj ∈ Sym : Nj ·Nj = 1, Ni ·Nj = 0, i 6= j} (13)
Se mostra en (Fancello et al.,2006) que la minimizacio´n en (8) con respecto aMvj asegura propiedades
de colinearidad entre los tensores Cˆen+1, Cˆ
pr = Fv−Tn Cˆn+1F
v−1
n yD
v o, equivalentemente, entre Eprj , E
e
j ,
y Mvj . Por otro lado, la minimizacio´n con respecto a ∆q
v
j provee un conjunto de equaciones no-lineares




3 necesarias para el ca´lculo de la
tension del incremento.
Una vez terminado el proceso de minimizacio´n, se calcula la derivada parcial de Ψ con relacio´n a





















3 Modelos de Material
Es importante notar que el abordaje propuesto independe de expresiones particulares para los potenciales
(isotro´picos) ϕ, ϕe. Potenciales basados en modelos de tipo Ogden son interesantes debido a su flexibil-
idad de representacio´n as´ı como poseen la capacidad de generalizar otros modelos como Neo-Hookean y
Mooney-Rivlin. Expresiones generales para estas funciones son (el mismo s´ımbolo αp es usado en todas




































]αp − 1) (16)
Dado que las proposiciones generales (15) poseen un nu´mero significativo de parametros que puede
crecer en funcio´n del nu´mero de brazos de Maxwell utilizados, algunas estrategias pueden ser lanzadas
para limitar este nu´mero a valores convenientes. Una de ellas es relacionar los brazos de Maxwell a los
para´metros del brazo ela´stico, o sea definir
ϕe (²e) = βϕ (²e) ψ (dv) = τϕe (dv) (17)
El para´metro adimensional β = µep/µp es un factor de proporcionalidad entre los te´rminos ela´sticos de
ambos brazos. Por otro lado, el para´metro τ = ηvp/µ
e
p define una relacio´n entre la parcela ela´stica y
disipativa en el mismo brazo de Maxwell. En caso que otros brazos sean incorporados, nuevos factores de
proporcionalidad aparecera´n como variables de material El modelo quasi-incompresible Mooney-Rivlin













(Iˆ1)2 − tr (Cˆ)2
)
El modelo de Ogden puede ser reducido al modelo de Mooney-Rivlin mediante la siguiente equivalencia
de para´metros:
N = 2, µ1 = 2C1, µ2 = −2C2, α1 = −α2 = 2
4 Identificacio´n de para´metros para el caso de tejido encefa´lico
En esta seccio´n la formulacio´n propuesta es testada para ajustar las curvas experimentales extraidas del
trabajo de Miller (1999), representando ensayos de compresion de un cuerpo de prueba para deforma-
ciones del orden de 30% y velocidades de deformacio´n entre 0.64 × 10−5 y 0.64 1/s. Fue´ ya comentado
que una eleccio´n apropiada del los para´metros en el modelo de Ogden permite reproducir los modelos
de Mooney-Rivlin y Neo-Hookean. En el presente trabajo esta propiedad fue utilizada y fueron tratados
seis casos diferentes. Los dos primeros corresponden a un material de tipo Mooney-Rivlin con un y
dos brazos de Maxwell respectivamnte. Los restantes cuatro casos analizan el modelo de Ogden con
N = 1, 2 y utilizando tmbie´n un y dos brazos de Maxwell. La identificacio´n fue realizada mediante la
te´cnica de mı´nimos cuadrados del error con restricciones laterales para las variables. Un punto en dis-
cusio´n es el conjunto de restricciones al que deben ser sometidos los para´metros para que estos satisfagan
l´ımites termodinamicamente consistentes en la energ´ıa libre. Polinomiales simples como las descriptas
por modelos como Neo-Hookean o Mooney-Rivlin son sujetas a respetar condiciones sobre los para´metros
como C1 > 0, C2 ≥ 0 para satisfacer positividad de la energia libre de deformacio´n [13]. La denominada
propiedad de policonvexidad fue adoptada como una condicion suficiente, tratable matematicmente, para
garantizar la existencia de al menos un minimizador de la energia libre en un problema de condicio´n
de contorno. Sin embargo, expresiones complejas como las de Ogden no necesariamente satisfacen esta
propiedad dependiendo de sus para´metros y no resulta facil imponer limites a estos para asegurar esta
propiedad. Un procedimiento pra´ctico parece ser la utilizacio´n del mayor numero posible de ensayos
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Table 1: Para´metros de Material.
Modelo Para´metros Residuo
Brazo ela´stico principal Brazo de Maxwell r(p)
1×104
Mooney4
N = 2 :
C1 = µ1 = 0
C2 = −µ2 = 307.22






N = 2 :
C1 = µ1 = 0
C2 = −µ2 = 264.93

















































N = 2 :
C1 = µ1 = −803.36
C2 = −µ2 = 827.48







(traccio´n, compresio´n, cisallamiento, etc.) en el rango de aplicacio´n esperado. Para el presente caso,
fueron evitados para´metros negativos para los modelos de Mooney-Rivlin.
Fue´ rodado un u´ltimo caso en el cual la restriccio´n sobre sen˜al de los para´metros de Mooney fue
eliminada. Esto provoco´ excelentes resultados para los ensayos compresivos, pero valores fisicamente
inconsistentes para deformaciones tractivas. Los resultados de ajuste para cada caso estan dados en las
Tablas 1:
La Figura 2 muestran las curvas de la tensio´n de Piola Kirchhoff (ingenieria) versus la deformacio´n
natural o logar´ıtmica.para los dados experimentales
Para el presente caso, los modelos de Mooney muestran poca flexiblidad para ajustes a la curvatura
de los resultados experimentales. Puede observarse que fue obtenido un coeficiente C1 = 0.0 en ambos
casos, valor que surge de la imposicio´n de restriccion limite inferior 0 (zero) para esta variable.
En el caso de disponer valores experimentales de apenas un tipo de ensayo (por ejemplo solamente
compresio´n uniaxial), es necesario un cierto cuidado en el proceso de identificacio´n. La Figura 3 muestra
que si la minimizacio´n es realizada sin restricciones, se pueden montar curvas de ajuste excepcionalmente
satisfactorias (ver Residuo en Tabla 1). Sin embargo, la Figura 4 muestra que el material identificado, si
sometido a un intervalo de deformacio´n [−0.3, 0.3], se comporta en forma inconsistente para deformaciones
positivas, produciendo tensiones de compresio´n. Esta observacio´n enfatiza la necessidad de disponer de
ensayos de diferentes naturalezas para realizar un ajuste adequado de para´metros, principalmente si el
modelo propuesto es suficientemente flex´ıble ([1]).
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Figure 2: Curvas tensio´n-deformacio´n.














Figure 3: Curva tensio´n/deformacio´n expermiental y producida por el modelo Mooney6 con para´metros
irrestrictos. .




























Figure 4: Curvas tensio´n/deformacio´n del modelo Mooney6 usando para´metros identificados en conjunto
irrestricto y restricto.
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Figure 5: (a) Malha construida a partir de Resonancia Magne´tica (b) Campo de desplazamientos
simulado usando modelo Ogden8.
5 Ejemplo de aplicacio´n
Esta seccio´n es fundamentalmente ilustrativa y muestra una aplicacio´n actualmente en curso del modelo
constitutivo presentado. La Figura 5 ilustra la simulacio´n del comportamiento meca´nico de un cuerpo
cerebral humano. La construccio´n del modelo nume´rico consta de los siguientes pasos. A trave´s de una
imagen producida por Resonancia Magne´tica (RM), se construye la descripcio´n de la superficie utilizando
el aplicativo 3D Slicer1. A partir de esta descripcio´n, se procede a su triangularizacio´n con el co´digo
Isosurf2. La malha resultante se muestra en la Figura 5(a). A partir de esta triangularizacio´n de la
superficie, se utiliza un generador de malhas tetrae´dricas (Tetgen3). Con el objetivo introducir infor-
macio´n experimental en el modelo, el campo de desplazamientos de la superficie es rastreado mediante
imagenes de Resonancia Magne´tica capturada en dos momentos de la intervencio´n quiru´rgica. La primera
imagen es tomada antes de la abertura craneana. la segunda imagen es capturada posteriormente a la
abertura craneana, mostrando un movimiento encefa´lico debido a alivio de presiones internas y drenaje
del l´ıquido cerebroespinal. El desplazamiento superficial mensurado mediante la diferencia entre las dos
ima´genes es impuesto sobre el modelo como forma de observar el comportamiento meca´nico en el interior
del cerebro. Este ana´lisis meca´nico fue realizado con el co´digo Metafor4. La Figura. 5(b) muestra los
resultados del campo de desplazamientos en la direccio´n y (lateral) sobre un corte transversal del cerebro.
Para este ana´lisis fue utilizado el modelo ”Ogden8” con los para´metros correspondientes identificados.
El estudio de estos resultados y su comparacio´n para diferentes propiedades de material es asunto de
trabajos en curso.
6 Comentarios y conclusiones
Este trabajo muestra la aplicacio´n de un modelo propusto para viscoelasticidad finita en la identificacio´n
de para´metros de material para representacio´n del comportamiento meca´nico de masa encefa´lica a partir
de curvas experimentales compresivas a diferentes velocidades de deformacio´n.
De los resultados nume´ricos obtenidos, se pueden tejer un conjunto de comentarios. La formulacio´n
propuesta se mostro´ suficientemente flexible para ajustarse a las curvas experiementales disponibles,
inclusive con un nu´mero adecuadamente pequen˜o de para´metros. Dentro de los casos testados, el material
de tipo Mooney-Rivlin se presenta como insuficiente para ajustarse a curvas con grandes diferencias de
rigidez entre traccio´n y compresio´n. Este hecho ya habia sido resaltado por [6]. Todos los casos de Ogden






te´rminos y consecuentemente el nu´mero de para´metros a identificar. Los ejemplos enfatizan el cuidado
que debe ser tomado en el proceso de identificacio´n. Dependiendo del modelo utilizado, el conjunto
de para´metros de material identificado pode ser adecuado para representar un determinado rango de
deformaciones y ser inadecuado para otro, pudiendo derivar en resultados erroneos a punto de violar
princ´ıpios termodina´micos. Estos aspectos estan relacionados a las caracter´ısticas de policonvexidad de
los potenciales, propiedad que, para ciertos modelos depende de los valores de para´metros utilizados.
Caso sea posible, deben ser utilizadas restricciones que garantan esta propiedad. Caso contra´rio, es
conveniente la utilizacio´n del mayor numero de informaciones experimentales dispon´ıbles de forma a
garantizar comportamiento satisfactiorio para todo el rango de simulacio´n deseado.
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